Algebraisches Erdol

Prof. Dr. Martin Kreuzer

Fakultit fiir Informatik und Mathematik
Universitat Passau

94030 Passau

Dr. Hennie Poulisse
Shell International Exploration & Production
NL-2288 GD Rijswijk, Niederlande

Martin.Kreuzer@uni-passau.de
Hennie.Poulisse@shell.com

Zusammenfassung

Mit Hilfe der Computeralgebra werden neuartige Modellgleichungen berechnet, die es gestatten, das Verhal-
ten eines Olfelds unter Produktionsbedingungen iiber lingere Zeitrdume korrekt vorherzusagen. Dabei werden
symbolische Berechnungen mit numerischen Verfahren kombiniert, um ein sogenanntes approximatives Ver-
schwindungsideal einer Menge von Datenpunkten zu bestimmen. Approximatives Verschwinden bedeutet hier,
dass der Wert einer Modellgleichung an den Input-Datenpunkten nur ungefihr null sein muss, da die Daten
Messfehler enthalten konnen. Das Verfahren wird an einem konkreten Beispiel unter Verwendung des Compu-

teralgebrasystems ApCoCoA ausprobiert.

Die Erdolforderung und ihre Probleme

Bei der Forderung von Erddlvorkommen treten eine
Reihe von Problemen auf, die bisher mit traditionellen
Techniken der Geologie, der Physik und der angewand-
ten Mathematik nicht zufriedenstellend gelost werden
konnten. Eine der Hauptaufgaben dabei ist, Modellglei-
chungen fiir die Produktion von Ol oder Gas aus Reser-
voiren zu finden, die es erlauben, das Verhalten des Sys-
tems iiber lingere Zeitrdume vorherzusagen. Der klas-
sische Ansatz dafiir ist, physikalische Gleichungen aus
der “Fliissigkeitsdynamik in pordsen Medien” zu ver-
wenden und sie an die jeweilige geologische Situation
anzupassen. Auf Grund seismischer und anderer Mes-
sungen hat man eine grobe Vorstellung von der Gestalt
des Reservoirs.

Abb. 1: Simulation eines Olfelds und seiner Bohrungen

Allerdings sind die klassischen Modelle aus mehre-
ren Griinden fiir Vorhersagen nicht geeignet. Zum einen
kennt man die meisten der in den partiellen Differenti-
algleichungen der physikalischen Modelle auftretenden

Strukturkonstanten nicht bzw. nicht genau genug (z.B.
die exakte Durchldssigkeit der Erdschichten, unterirdi-
sche Verwerfungen etc.), und andererseits besitzen die
Differentialgleichung meist viele Losungen, so dass sie
so ziemlich an jede denkbare zukiiftige Entwicklung an-
gepasst werden konnen. Derartige Modelle spiegeln also
mehr unsere Ansichten iiber das physikalische System
als dessen wahre Struktur wieder.

Die Folgen dieser Unkenntnis sind dramatisch. In
fast allen Féllen wird weniger als 30% des in einem
Resevoir vorhandenen Erdols oder Erdgases gefordert,
bevor eine weitere Férderung unmoglich wird. Eine ty-
pische Ursache dafiir ist die Bildung sogenannter Dry
Spots, d.h. das Reservoir zerfillt in viele kleinere Re-
servoire, aus denen nicht mehr wirtschaftlich gefordert
werden kann.
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Abb. 2: Zeitliche Entwicklung eines Olfelds

Ferner kann es zum sogenannten Water Break-
through kommen, d.h. ein falsches Reservoirmanage-
ment fiihrt zu einem friithzeitigen Wassereinbruch, und



ab diesem Zeitpunkt wird nur noch Wasser gefordert.
Oder aber zu Beginn wird zu viel Gas gefordert, so dass
der Reservoir-Druck zu schnell abfllt und eine weite-
re Forderung wegen des Druckverlusts unmdoglich wird.
All diese Prozesse sind nach heutigem Kenntnisstand
irreversibel, so dass in diesen Fillen eine weitere Be-
wirtung des Felds ausgeschlossen ist und grole Men-
gen Ol im Boden verbleiben miissen. Die Folgen fiir
die Umwelt sind betréchtlich: da seit Jahren kein grofles
Olvorkommen mehr gefunden wurde, wird inzwischen
in okologisch sehr sensitiven Bereichen wie Alaska ge-
bohrt und gefordert.

Modellgleichungen aus der
Computeralgebra

Der Ansatz des Algebraic Oil Projekts, das die Fir-
ma Shell Int. Exploration & Production in Zusammen-
arbeit mit dem Lehrstuhl fiir Symbolic Computation
der Universitit Passau betreibt, ist radikal anders. Als
Grundlage fiir die gesuchten Modellgleichungen sollen
nur Messdaten herangezogen werden. Aus diesen Da-
ten werden die Gleichungen dann mit Hilfe der Compu-
teralgebra berechnet. Um dieses Verfahren zu erkliren,
beginnen wir zunichst mit der klassischen Situation bei
approximativen Interpolationsaufgaben.

Gegeben sei eine Menge von (exakten) Punkten
X = {p1,...,ps} in R"™. Die Gleichungen, die wir su-
chen, sind Polynome. Ein Polynom ist ein Ausdruck der
Form f = city 4 coto + - - - + ¢utm, Wobei die ¢; reelle
Zahlen und die t; Terme t; = x7* --- 2% (mit a; > 0)
in den Unbestimmten x1, ..., x, sind. Wir suchen nun
nach Polynomen, die an den Punkten von X Nullstellen
besitzen, d.h. wenn p; = (pj1,...,pjn) die Koordina-
tendarstellung des Punkts p; ist, so liefert die Einset-
zung xj, — pji in f das Ergebnis f(pj;1,...,pjn) = 0.

Die Menge aller Polynome ist der Polynomring
Rlz1,...,x,). Die Teilmenge I(X) aller Polynome,
die an allen Punkten von X Nullstellen besitzen, bil-
det das sogenannte Verschwindungsideal von X. Die
Elemente des Verschwindungsideals kdnnen als polyno-
miale Modelle aufgefasst werden, d.h. als Gleichungen,
die polynomiale Relationen unter den Input-Daten dar-
stellen. Modelliert man eine Output-Datenreihe eben-
falls durch ein polynomiales Modell, so kann man die
Aquivalenz zweier solcher Modelle bzgl. der Input-
Daten iiberpriifen. Man braucht dazu nur zu testen,
ob das Differenzpolynom der beiden Modelle im Ver-
schwindungsideal liegt, was in der Computeralgebra mit
Hilfe einer Grobner-Basis moglich ist.

Liegt die Punktmenge X exakt vor, so kann man
ihr Verschwindungsideal mittels des Buchberger-Moller
Algorithmus [1] berechnen. Fiir Berechnungen mit ech-
ten Messdaten, die ja meist Messfehler beinhalten, ist
dieser Algorithmus weniger geeignet. In diesem Fall
sucht man ja auch nur Polynome, die auf den Daten-
punkten approximativ verschwinden, d.h. deren Funk-
tionswert betragsméssig kleiner als eine vorgegebene
Schranke € > 0 ist. Da alle Polynome f = cit; +

-+ + ¢ty mit extrem kleinen Koeffizienten ¢; and den

Punkten von X approximativ verschwinden, sind wir in
Wirklichkeit sogar nur an solchen Polynomen interes-
siert, deren Koeffizientenvektor normiert ist, d.h. fiir die
¢} + -+ +c2 =1 gilt, und die an den Punkten von X
approximativ verschwinden. Genau diese Polynome be-
rechnet der approximative Buchberger-Moller Algorith-
mus, der in [2] eingefiihrt wurde.

Ein Beispiel mit ApCoCoA

Zur Illustration betrachten wir das folgende Beispiel,
wobei wir die Implementation des approximativen
Buchberger-Moller Algorithmus im Computeralgebra-
system ApCoCoA (vgl. [3]) verwenden. Mit Hilfe der
Befehle

M:=Mat ([[0.9817,-0.191],
U:=[];

P:=Mat ([[1],[0]]);

For I:=1 To 500 Do

[0.191,0.9817]11);

P:=MxP;
P[1l,1]:=FloatApprox(P[1,1],10"(-6));
P[2,1J:=FloatApprox(P[2,lJ,lO”(*6)),
Append (U, [P[1,1],P[2,111);

EndFor;

erzeugen wir zunéchst 500 Punkte, die in der Néhe des
Einheitskreises liegen. (Aufgabe: Analysiere dieses Pro-
gramm! Tipp: Der Punkt (1,0) wird jeweils um ca. 11°
weitergedreht.) Dann betrachten wir die Kreise vom Ra-
dius /2 um den Punkt (2,2,2), die in den Ebenenen

Fi:x—2z=0und FEsy : x + y — z = 6 liegen. Mit
A:=[[2+P[2],2+P[1]%1.414,2+P[2]]|P In U];
=[[2+P[l]+P[ 1%0.577, 2-2+P[2]%0.577,

P[1]+P[2]%0.577] | P In UJ;
Cs —Concat(A B);

14

erzeugen wir dann 1000 Punkte, die wie zwei Giirtel
stark gestort um die beiden Kreise liegen. (Aufgabe: Er-
klére dieses Programm!)

Abb. 3: 1000 Punkte in der Niihe zweier Kreise

Nun suchen wir nach polynomialen Relationen, die
an diesen Punkten approximativ verschwinden. Wir ma-
chen iiber die Gestalt der zu berechnenden Gleichun-
gen nur geringe Annahmen: die in den Relationen vor-
kommenden Variablen seien bekannt, und die gesuchten



Relationen seien polynomialer Natur. Der ApCoCoA-
Befehl

L:=Numerical.GBasisOfPoints (C,0.08,False);

berechnet eine sogenannte Grobner-Basis des approxi-
mativen Verschwindungsideals der 1000 Punkte, wo-
bei ¢ = 0.08 verwendet wird. Die resultierende Liste
L = [fi, fo,...] enthilt Polynome f1, fo mit

fi ~ —0.0722 — 0.07y? — 0.072% + 0.29z + 0.29y
+0.292 — 0.71 und

fi — 2.3 fa~ —0.072% — 0.07zy + 0.07yz + 0.072>
+0.432 — 0.432

Das erste ist ziemlich genau das -0.07-fache der definie-
rende Gleichung der Sphire

(z—2°%+y—2)7°+(z—2)?*=2
und das zweite entspricht der Gleichung
(x—2)(x+y+2—-6)=0

der beiden Ebenen, die wir ja zur Konstruktion der
Punkte verwendet hatten.

Abb. 4: Die Sphdre enthdlt die Punkte approximativ

Der klassische Buchberger-Moller Algorithmus hit-
te hier nicht funktioniert, da er jeden Punkt als exak-
te Nullstelle der Polynome realisiert hitte. Die appro-
ximative Variante hingegen findet in den (z.B. durch
Messfehler) gestorten Daten die eigentliche Informati-
on und liefert auch bei 1000 Datenpunkten einfache und
verstiandliche Ergebnisse.

An dieser Stelle kdnnen wir zwei weitere Vortei-
le des neuen Algorithmus vermerken. Zum einen ist
es moglich, auch nicht-polynomiale Modelle zu finden,
zum Beispiel Wurzeln oder exponentielle Funktionen
der Variablen. Dazu geniigt es, diese als zusitzliche Da-
tenreihen der Berechnung hinzuzufiigen. Bei der An-
wendung in der Olférderung etwa wurden Wurzeln aus
Differenzen von Druckmessungen verwendet, da diese
typische Bestandteile von physikalischen Gesetzen der
Fliissigkeitsdynamik sind. Dass dieses Vorgehen funk-
tioniert, liegt an der Stabilitit des Verfahrens gegeniiber

Erweiterungen des Modellhorizonts: fiigt man dem In-
put unndtige neue Datenreihen hinzu, so werden die-
se automatisch ignoriert und die urspriingliche Losung
wird gefunden. Wurden die neuen Datenreihen aus den
vorhandenen berechnet, sind aber von diesen geniigend
unabhingig und fiir die Modellbildung niitzlich, so wer-
den sie mit einbezogen.

Der zweite und entscheidende Vorteil dieser Art
der Modellbildung ist der, dass nicht nur eine optimale
Approximation der Input-Daten bestimmt wird (wie es
bei klassischen Methoden der approximativen Interpo-
lation der Fall wire), sondern polynomiale Gleichungen
moglichst einfacher Form. Dies wird auch durch die An-
wendung in der Olférderung bestitigt, in der nicht nur
bereits bekannte, sondern auch vollstindig neue, durch
weitere Messungen verifizierte GesetzméBigkeiten ent-
deckt wurden. Die so gewonnenen Ergebnisse erlauben
Vorhersagen hoher Giite, wie die folgende Abbildung
zeigt.
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Abb. 5: Gemessene vs. vorhergesagte Gesamtproduktion

Interaktionen und ihre
Interpretationen

Um das Entstehen von “Dry Spots” und anderen un-
erwiinschten Effekten zu verhindern, ist es wichtig, die
Olforderung geeignet zu steuern. Dazu muss man die
physikalischen Interaktionen innerhalb eines Reservoirs
verstehen.

Abb. 6: Schematischer Aufbau einer Multi-Zonen-Quelle



Eine Multi-Zonen-Olquelle besteht typischerweise
aus verschiedenen Taschen, also Bereichen, die Ol oder
Gas beinhalten. Zu den Taschen korrespondieren ver-
schiedene Forderpunkte, die mit Sensoren fiir Driicke
und Temperaturen ausgestattet sind. Man kann die Pro-
duktion einzelner Forderpunkte in einem Testbetrieb
separat messen. Lidsst man jedoch alle Forderpunkte
gleichzeitig produzieren, so beeinflussen sie sich gegen-
seitig, weil das Ol in verbundenen Taschen zu verschie-
denen Forderpunkten sickern kann. Die Kenntnis iiber
die Verbundenheit bzw. Unabhingigkeit von Taschen
spielt eine entscheidende Rolle bei der optimalen Be-
wirtung eines Felds.
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Abb. 7: Schematischer Aufbau der Messumgebung

Um die Interaktionen verschiedener Taschen zu be-
rechnen, stellen wir die Modellgleichung f der Ge-
samtproduktion als Kombination der Modellgleichun-
gen f; der einzelnen Forderpunkte dar: f = ¢1f; +
-+ + gmfm. Dabei sind die Koeffizienten g; Polyno-
me in allen Unbestimmten, also auch in den nicht zum
i-ten Forderpunkt gehorigen. Die Berechnung einer der-
artigen Darstellung nennt man das explizite Idealzu-
gehorigkeitsproblem. Sie ist mit den Ergebnissen des
approximativen Buchberger-Moller Algorithmus pro-
blemlos moglich. Aus den Polynomen g; kann man

Riickschliisse liber die tatsdchliche Struktur des Felds
ziehen. Dadurch kann man das Verhalten des Olfelds
vorhersagen und somit das Produktionssystem wesent-
lich gezielter steuern. Zum Beispiel kann eine hohe Gas-
produktion eines Forderpunkts genutzt werden, um das
Ol eines anderen Forderpunkts leichter zu machen und
somit effizienter zu gewinnen, allerdings nur wenn das
Mischverhiltnis korrekt ist.

Mit der skizzierten Berechnung des approximativen
Verschwindungsideals konnten feldspezifische Gesetz-
maiBigkeiten nachgewiesen werden, die durch physikali-
sche und statistische Untersuchungen bestitigt wurden,
aber durch ihre unerwartete Form hochstwahrschein-
lich unentdeckt geblieben wiren. Dabei ist zu beden-
ken, dass insbesondere die hohe Komplexitit des Sys-
tems und die vielen Einzelgrofen eine klassische De-
duktion dieser GesetzmiBigkeiten verhindern. Die Ge-
schwindigkeit der Berechnung ist hoch genug um auch
komplexe Datensétze von mehreren 10000 Punkten be-
arbeiten zu konnen. Die vielversprechenden Ergebnis-
se machen Hoffnung, dass man die beschriebenen Me-
thoden auch auf andere Problemstellungen iibertragen
kann.
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